SUP MPSI 

DEVOIR LIBRE N°10

I) Polynômes de Lagrange-Sylvester.

On comparera bien ce problème au problème II du DS 7 b, en remarquant l’apport de l’algèbre linéaire.

On définit l’application 
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 dont on admettra la linéarité.

1) Déterminer le noyau de en raisonnant à partir des ordres de multiplicité ; en déduire, en détaillant bien les propriétés utilisées, que   est bijective.

2) Déterminer la matrice A de   relativement aux bases canoniques de 
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 et 
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. Que peut-on dire, sans calcul, de cette matrice ?

3) Déterminer l’inverse de A et en déduire 
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, que l’on note 
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4) On note comme dans le DS 7 
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 ; pourquoi la relation 
[image: image7.wmf](

)

1234

,,,

abcd

LaLbLcLdL

=+++

 et le fait que 
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 est une base de 
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  sont-ils maintenant « évidents » ?
5) Soit 
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  avec 
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; montrer que 
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  le plus simplement possible.

6) Caractériser les polynômes de 
[image: image13.wmf]ker

y

 et en déduire un isomorphisme 
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 entre 
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 ; en déduire une base simple de 
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7) Vérifier que le projeté P* d’un polynôme P de 
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 sur 
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 parallèlement à 
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 est égal à 
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 ; calculer par exemple 
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* et tracer la courbe de la fonction réelle associée à 
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II Étude de fonction. 

Soit f  la fonction définie par 
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1) Montrer que 
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 possède un développement limité polynomial à l’ordre 3 quand x tend vers 0. Tracer l’allure de la courbe de f au voisinage de 0.

2) En déduire le prolongement par continuité de f (toujours noté f) et sa dérivabilité. Si l’on sait que  f est 3 fois dérivable en 0, que valent 
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3) Calculer 
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 pour x différent de 0, et en déterminer un développement limité à l’ordre 1 quand x tend vers 0. En déduire cette fois l’existence de 
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4) Montrer que l’intervalle d’étude de f peut être ramené à 
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5) Déterminer les variations de f sur l’intervalle d’étude.

Il faudra pour cela étudier une fonction auxiliaire, par exemple le numérateur de f’(x) divisé par 
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 ; on présentera les signes et variations successifs dans un même tableau, en terminant par les variations de f ; pour cette dernière, on indiquera les limites aux bornes.

6) Tracé de la courbe complète.

IV) Reprenons notre rail dilaté.

Un rail fixé en ses deux extrémités, de longueur 2l se dilate d'une longueur 2x en prenant la forme d'un arc de cercle, de flèche h, de rayon R et d'angle au centre 
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En prenant l =1, on avait obtenu :
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 étant défini par 
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 , puis 
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 ; on souhaiterait avoir 2 termes supplémentaires dans ce développement.

Pour ceci, nous supposerons que  possède un développement du type 
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 quand x tend vers 0.

1) En déduire qu’alors 
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2) En déduire les valeurs de a, b et c, et le développement de h attendu.
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