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I) Pile ou face en rectangle.

Un jardinier ayant un grand stock de fleurs bleues et rouges en quantités identiques en choisit au hasard un nombre égal à 
[image: image1.wmf]nm

(n et m entiers > 0) et les plante, au hasard également, dans un parterre rectangulaire de côtés n et m. Dans la suite, les mots « ligne » et « colonne » ont le même sens que celui qui est donné pour les matrices, n désignant le nombre de lignes, et m celui de colonnes. Un « alignement » désigne une colonne ou une ligne.

    On dit qu'un alignement est bleu s’il est entièrement formé de fleurs bleues.

    On note X la variable aléatoire donnant le nombre de lignes bleues du parterre, et Y celle de colonnes bleues.

1) Déterminer la loi de probabilité de X, son espérance et sa variance (vous pouvez utiliser les résultats d’exercices vus en classe).

    
2) Déterminer la probabilité 
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 d'existence d'au moins une ligne bleue. Déterminer un équivalent simple de 
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 quand n tend vers l'infini.

   
3) Déterminer la probabilité 
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 d'existence d'au moins deux lignes bleues.

    
4) On note 
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 ; déterminer à l’aide des nombres 
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- la probabilité 
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 d'existence d'au moins un alignement bleu

- la probabilité 
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 d'existence d’au moins une colonne et une ligne bleues.


5) On démontre que 
[image: image9.wmf](
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 ; calculer 
[image: image10.wmf]3,3
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 et 
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6) Montrer que 
[image: image12.wmf](
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 (d’où une formule générale pour 
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7) Exprimer la probabilité 
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 qu’il n’y ait aucun alignement ni rouge ni bleu, et calculer 
[image: image15.wmf]3,3
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En cas d’ennui profond le week-end : montrer que 
[image: image16.wmf]2
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 (vous aurez besoin du DL : 
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) et montrer la formule du 5).

II) Après les rectangles sans alignement, les rectangles magiques.

On désigne par rectangle magique un élément 
[image: image18.wmf]abc
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 de 
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 dont les lignes ont même somme s, les colonnes ont même somme 
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, avec 
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1) Justifier sans calculs que l’ensemble E des rectangles magiques est un sous-espace vectoriel de
[image: image22.wmf](
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2) Déterminer la forme générale d’un rectangle magique en fonction de 
[image: image23.wmf],,
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3) En déduire une base 
[image: image24.wmf]1
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 de E ainsi que
[image: image25.wmf]dim
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4)  Montrer qu’il est impossible de trouver un rectangle magique faisant intervenir tous les entiers de 1 à 6.

5) Déterminer un rectangle magique R faisant intervenir les entiers de 1 à 7 sauf l’un d’entre eux. Déterminer les coordonnées de ce rectangle dans la base du 2).

6) Justifier brièvement que l’ensemble 
[image: image26.wmf]0
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 des rectangles (2,3) dont les lignes et les colonnes ont une somme nulle est un sous-espace vectoriel de E, en donner une base et la dimension.

7) Compléter la base de 
[image: image27.wmf]0
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 en une base 
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 de E dont les éléments n’ont que des coefficients égaux à 1, –1 ou 0. En déduire un supplémentaire F de 
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 très simple (
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8) Déterminer le projeté 
[image: image31.wmf]1
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 sur 
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 parallèlement à F du rectangle R de 5) et le projeté 
[image: image33.wmf]2
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 de R sur F parallèlement à 
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III) Polynômes passant par des points donnés avec des dérivées données.

1) Soit 
[image: image36.wmf](,,,)
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 un quadruplet de réels ; montrer qu’il existe un unique polynôme  
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tel que 
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 ;

ce polynôme sera noté 
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2) Déterminer 
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 (on les mettra sous forme factorisée) ; exprimer 
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 en fonction de 
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3) Montrer que 
[image: image43.wmf](
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 est une base de 
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 ; donner l’expression d’un polynôme P de 
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 dans cette base en fonction des valeurs de P et de sa dérivée, en 0 et en 1.

4) On note 
[image: image46.wmf][
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 l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal à n , entier supérieur ou égal à 3, et on note F la partie de E formée des polynômes P tels que 
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.  Justifier rapidement que F est un sous-espace vectoriel de E.

5) Montrer en utilisant 1) que 
[image: image48.wmf][
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6) On note P* le projeté d’un polynôme P de E sur 
[image: image49.wmf][
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 parallèlement à F ; exprimer P* en utilisant la notation 
[image: image50.wmf](
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 donnée dans 1).

7) Déterminer par exemple 
[image: image51.wmf](
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8) Soient f et g les fonctions numériques associées 
[image: image52.wmf]4
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 et 
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* ; dresser le tableau de variations de g et tracer les courbes de f et g sur [-1,1].

9) Montrer que tout polynôme divisible par 
[image: image54.wmf](
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 appartient à F. En déduire une base simple de F.

10) E désigne maintenant l’espace vectoriel des fonctions réelles définies sur R et dérivables en 0 et 1, F le sous-espace vectoriel formé des fonctions f vérifiant 
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, et 
[image: image56.wmf]3
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 le sous-espace vectoriel formé des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal à 3. Par un raisonnement similaire à celui fait dans 5), on montrerait que 
[image: image57.wmf]3
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. On note alors f* le projeté d’une fonction f de E sur 
[image: image58.wmf]3
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 parallèlement à F . On demande de déterminer exp* et de tracer dans un même repère, sur [-1,1],  les courbes des fonctions exp et exp*, à l’aide de la calculatrice.

IV) Détermination d'équivalents. 

1) Déterminer des équivalents simples des expressions suivantes, et indiquer la limite si elle n’était pas évidente au départ :

a) 
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 quand x tend vers 0.
b) 
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 quand x tend vers 0.
c) 
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 quand x tend vers 0.

d) 
[image: image62.wmf]sin

xx

ab

x

-

 quand x tend vers 0.

e) 
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  quand x tend vers l'infini.

f) 
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 quand 
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 (en fonction de 
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g) 
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. En déduire 
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2) a) Limite de 
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 quand n tend vers +∞ ?

b) Limite de 
[image: image71.wmf](
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 quand n tend vers +∞ ?
V) Continuité.

Soit f une fonction continue de R dans R telle que pour tout couple de réels x, y, on ait 
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 ; autrement dit, le taux d'accroissement est toujours  1 en valeur absolue.
1 ) Montrer que f est injective.
2) On veut démontrer que f est forcément strictement monotone.
a) On suppose que 
[image: image73.wmf])
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 ; montrer que f est strictement croissante.
Indication : si x < y, considérer la fonction g définie sur [0, 1] par 
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 pour montrer que 
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b) RAMENER le cas
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 au cas précédent et conclure.
3)
a) Montrer que 
[image: image77.wmf])

0

(

)

(

f

x

x

f

-

³

 .
b) En déduire 
[image: image78.wmf]f
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  et 
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 ; qu'en déduit-on si f est croissante, resp. décroissante ?
4) 
a) Montrer que si f  est croissante et telle que pour tout x réel, on a f ( x)  x, alors 
f(x) ~ x quand x tend vers+ .
b) Donner un exemple de telle fonction f, ayant de surcroît un taux d'accroissement constamment strictement supérieur à 1.
5) Soit I l'ensemble des points x de R, tels que f (x) = x.
Montrer que I est un intervalle de R.
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