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	DEVOIR MAISON DE MATHS N°7




I) Exercices de base d’algèbre linéaire (sur 13).

1)  Déterminer une famille génératrice de 
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2) Déterminer un système d’équations cartésiennes du sous-espace vectoriel G de 
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 dont une famille génératrice est 
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3) Cette famille est-elle libre ?
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4) Même question :

(cos ,cos² ,sin ,sin²) .

II) Probabilité d'extinction d'une descendance (sur 18)

On suppose que chaque individu a, au cours de sa vie, une probabilité 
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 d’avoir k enfants (avec 0 ≤ k ≤ K, 
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On désigne par 
[image: image7.wmf]n
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 la probabilité que la descendance d'un individu comporte au plus n générations (y compris celle de l’individu).

1) Que vaut 
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 ?

2) Que vaut 
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, probabilité qu’un individu n’ait pas d’enfant, ou que ses enfants n’en aient pas ?

3) Justifier que 
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4) On prend dans la suite du problème,  K= 3, 
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=1/8, 
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=3/8, 
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on demande d’étudier sur [0,1] la fonction f associée à cette suite récurrente simple, d’y chercher ses points fixes, de tracer la courbe (on donne 
[image: image15.wmf]52,24

»

), de construire graphiquement quelques termes de la suite, puis de démontrer que 
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 tend vers √5−2 (qui vaut environ 24%).

5) Quelle est la probabilité que la descendance d'un individu soit infinie ?

6) Quelle est l'espérance du nombre de générations engendrées par un individu à la descendance finie ?

III) Sous-espaces vectoriels (sur 17).

1) Déterminer si les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de 
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b) 
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c) 
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2) Déterminer si les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de 
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c) 
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IV) Problème : les polynômes de Fibonacci (sur 50).

Où l’on verra que l’on peut retrouver la suite de Fibonacci dans le triangle de Pascal.

Dans ce problème, une fonction polynôme désigne une fonction f de C dans C telle qu'il existe des complexes 
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; si 
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, m est le degré de f.

On utilisera les deux propriétés :

PROP1 : unicité des coefficients :

 si 
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PROP2 : principe de prolongement : 

si f et g sont deux fonctions polynômes vérifiant : 
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z

Î

A

f

(

z

)

=

g

(

z

)

, où A est une partie infinie de C, alors 
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Rappelons enfin que la suite de Fibonacci, (Fn) est définie par :
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Soit  
[image: image34.wmf]P
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 la suite de fonctions polynômes définie par :
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1) Calculer 
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2) Dans cette question, on suppose que 
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 est différent de 2i et de –2i , et l’on désigne par  l’une des racines carrées de 
[image: image38.wmf]z

2

+

4

.

En appliquant le cours sur les suites récurrentes, exprimer 
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 en fonction de z,  et n.

On obtiendra une formule du type 
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3) Soit  un réel non congru à 0 modulo ; appliquer la formule précédente pour obtenir : 
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 ; Décrire la suite (un) et donner une formule pour un.

b)  
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 ; Reconnaître la suite (vn) et donner une formule pour vn  (reconnaître l'un des deux nombres 
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 dans ce cas).

c)  
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 ; Donner une formule pour wn et montrer que la suite (wn) est périodique.

5) 

a)
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 ;  Calculer xn en fonction de n, en utilisant le cours.

b) Retrouver l’expression précédente en utilisant 3). 

6) Montrer par récurrence double que 
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 est une fonction polynôme de degré n et que 
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En déduire que si l'on écrit 
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 est nul pour k impair.

7) On pose 
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Montrer que pour 
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On admettra que si l’on pose 
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 pour k entier 
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, la relation (1) devient valable pour tout n 
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 2 et tout k 
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Remplir le tableau des 
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8) a) Constater une analogie avec le triangle de Pascal et conjecturer une formule : 
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b) Expliquer (avec un schéma par exemple) comment on détermine 
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 à partir du triangle de Pascal. Calculer 
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 par cette méthode.

9) Déduire des questions 4) et 8) une propriété du triangle de Pascal en relation avec la suite de Fibonacci.

10) Interprétation combinatoire de la relation du 9).

Soit Nn le nombre de manières différentes (en tenant compte de l’ordre) de vider un tonneau de n litres au moyen d’une bouteille B d’un litre et d’un magnum M de deux litres. 

Par exemple, pour n = 3 on peut procéder de 3 façons : 

soit BBB, soit BM, soit MB, donc N3 = 3.

Déterminer Nn  de deux manières différentes : 

- l’une en cherchant une relation de récurrence reliant 
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- l’autre en écrivant (et justifiant) que 
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est le nombre de façons de vider le tonneau en utilisant exactement k fois la bouteille de deux litres.

Retrouver ainsi la relation obtenue en 9).

11) Où l'on retrouve nos amis les polynômes de Tchebychev.

On rappelle que les polynômes de Tchebychev de deuxième espèce 
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Démontrer, en utilisant PROP2 et une relation ci-dessus, que : 
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