SUP MPSI 

DEVOIR MAISON N°6

I) Python et arithmétique (sur 14).

1) Liste des diviseurs d’un entier.

a) Programmer une fonction div(n) qui renvoie la liste croissante des diviseurs de l’entier n (supposé 
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L’algorithme utilisé sera l’algorithme naïf consistant à tester chaque entier entre 1 et n pour savoir s’il divise n ou non.

b) Accélérer cette fonction (sous le nom divrap) en remarquant que dès que l’on obtient un diviseur d de n, on en a un deuxième (n/d ) ; à vous de trouver le bon range, et de le justifier.

Pour que la liste finale soit croissante il faudra placer astucieusement les deux diviseurs.

Comparer le temps de calcul de votre première version et celui de la version accélérée, avec 2**30.

c) En utilisant div, programmer une fonction booléenne estpremier(n) retournant True si n est premier et False sinon (n étant supposé entier 
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2) Algorithme d’exponentiation rapide itératif .

a) Rappel du principe de l’algorithme d’exponentiation rapide.

Il consiste à décomposer n en somme de puissances de 2 (autrement dit à écrire n en base 2) et d’en déduire un calcul de an par une suite d’élévations au carré successives.

Par exemple 
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, sachant que 
[image: image5.wmf](

)

(

)

2

2

2

324

aa

æö

=

ç÷

èø

 et 
[image: image6.wmf](

)

2

6432

aa

=

.

L’algorithme s’effectuera de la manière suivante (chaque colonne représentant un passage dans la boucle :

	divisions successives de n par 2
	100
	50
	25

impair
	12
	6
	3

impair
	1

impair

	élévations successives de a  au carré 
	a
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	résultat
	1
	1
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Écrire une fonction exporap(a,n) retournant an  et utilisant cet algorithme ; bien entendu vous n’avez pas droit à **, seulement à * ! Comparer des temps de calcul avec une fonction expo(a,n) que vous programmerez par l’algorithme naïf.
b) Appliquer la méthode de l’exponentiation rapide pour obtenir le reste (exact) de la division de 
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 par 101 (utiliser la compatibilité des congruences avec la multiplication).

Pour cela, vous modifierez votre fonction exporap(a,n)  en exporapmod(a,n,b) en utilisant des congruences modulo b de sorte qu’aucun nombre calculé ne dépasse b.
II) Etude d’une des méthodes les plus performantes pour calculer les décimales de
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 (sur 43).

1) On donne une suite 
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, a  étant un réel non nul. On demande de calculer 
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 en fonction de a, n et 
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 ; on mettra le résultat sous la forme 
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2) Etudier la fonction f définie par 
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. Tracer soigneusement sa courbe pour 
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(unité de deux centimètres au moins).

3)  On considère dans la suite du problème la suite récurrente 
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 associée à la fonction f, définie par la donnée de son premier terme et la relation 
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. Construire dans la figure précédente les premiers termes de la suite 
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4) Montrer que si la suite 
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 est convergente, sa limite l ne peut être que 
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5) Existe-t-il un 
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 non nul tel que la suite 
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 soit constante égale à 0 à partir d’un certain rang ?

6) On se propose de démontrer qu’hormis un tel cas, la suite 
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 ne peut pas tendre vers 0 ; on suppose donc 
[image: image38.wmf]0

n

u

¹

 pour tout n et que, ab absurdo, 
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 ; en déduire que 
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 est croissante et conclure.

7) Montrer que l’intervalle 
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 est stable par f et étudier le sens de variation de 
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 ; En déduire sa limite dans ce cas.

8) On suppose  
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 et on se propose d’étudier la vitesse de convergence de 
[image: image49.wmf](

)

n

u

 vers 
[image: image50.wmf]2

 dans ce cas.


a) A l’aide de la machine, indiquer le nombre de décimales qui sont exactes si l’on approche 
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 par 
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 , pour 
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b)  On pose 
[image: image54.wmf]2

nn

u

d

=-

 ; justifier que 
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c) Factoriser l’expression polynomiale 
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 ; en déduire que 
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 et que par conséquent il existe un réel a > 0  (dont on donnera la valeur) tel que 
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 ;  montrer enfin, par un calcul similaire à celui fait en 1) que 
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d) On souhaite obtenir 
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 à 
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 près (en vue d’obtenir 100 décimales exactes de 
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e) On double cette valeur de n ; à combien près 
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 approche-t-il 
[image: image69.wmf]2

 ?


f) Le dernier record en date de calculs de décimales de 
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 a consisté à calculer 
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 ; quel est (environ) ce record, en milliard de décimales ?

Pour la suite du problème, on s’aidera bien de la figure du 2) et on en refera éventuellement d’autres, mais on rappelle qu’une figure n’a pas valeur de démonstration.

9) Que peut-on dire de 
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10) Montrer, en utilisant ce qui a été fait en 7), que si 
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11) Que peut-on donc dire si 
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12) Déterminer à la machine la valeur approchée à 0,01 du nombre 
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;  que peut-on dire de 
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13) Déterminer à la machine une valeur approchée à 0,01 du nombre 
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14) Quel est le comportement de la suite 
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a) pour 
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b) pour 
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, admettant avoir prouvé que 
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